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Mafstheorie und Integralrechnung mehrerer Variablen
Ubungsblatt 3

Aufgabe 1: Zeigen Sie, dass Q abzahlbar ist.

Aufgabe 2: Sei I = [0, 1] und definiere f : I — R durch:

)1 falszeQ
flo) = {0 falls z ¢ Q

Zeigen Sie, dass f integrierbar aber keine Regelfunktion ist.

Aufgabe 3: Sei ) ° a, eine konvergente Reihe mit a,, > 0 fiir alle n € N. Definiere

f R — R durch:
0 falls x < 0
flx) =
a, fallsn<xr<n-+1

Zeigen Sie, dass f integrierbar ist und

/fdw:nio%an

gilt.

Aufgabe 4: Sei A C R" zusammenhéngend und kompakt und f : A — R stetig. Zeigen

Sie, dass ein a € A existiert mit:
/fdx:f(a)-/lAdx
A

Abgabe bis spitestens 11:30 Uhr am 15. November 2010 im Ubungskasten.
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Aufgabe 1: Fiir jedes n € N\ {0} ist die Menge A, = {£ | k € Z} aller Briiche mit
Nenner n abzahlbar, da die Funktion

m falls k = 2m
w . N— A, f(k)=<¢"
fo i N = An, f() { falls k= 21 — 1

L
n

surjektiv ist. Als Vereinigung abzahlbar vieler abzéhlbarer Mengen ist auch QQ abzéhlbar:
n=1

Aufgabe 2: Nach Aufgabe 1 gibt es ein surjektives A : N — QN [0, 1]. Dann ist fiir jedes
N € N die Funktion

= 1
gN Og}ﬁ%\f {h(k)}

als Maximum endlich vieler Treppenfunktionen selbst eine Treppenfunktion und es gilt:

0<gn < Z Linaey

0<E<N

Wegen der Monotonie und Linearitéat des Integrals folgt hieraus:

0<k<N

Die gy bilden also eine monoton wachsende Folge von Treppenfunktionen mit Integral 0,
die punktweise gegen f konvergiert. Nach dem kleinen Satz von Levi folgt hieraus, dass f
integrierbar ist mit Integral 0.

Jedoch ist f keine Regelfunktion, denn es gilt limy oo -5 = 0 und lim, oo f (717) =

n+1
V2
n+1

V2
n+1

existiert in 0 der rechtsseitige Limes lim,~ o f(z) nicht.

lim, ... 1 = 1, aber auch lim, .o, 0 und lim, .., f( ) — lim, ..,0 = 0, also



Aufgabe 3: Die Folge von Treppenfunktionen

N
gn = Z Qp - ]-[n,n—i—l)
n=0

wachst monoton und konvergiert punktweise gegen f. Die Integrale

/gNdx:Zan-v([n,n—i—l)) :Zan

sind durch ) > a, beschriankt. Nach dem kleinen Satz von Levi ist also ihr punktweiser
Limes f integrierbar mit Integral

N 00
lim g ap, = g Gy
N—oo

n=0 n=0

Aufgabe 4: (Fehler in der Angabe: Fiir A = () ist die Aussage natiirlich falsch.)

Da A kompakt und f stetig ist, nimmt f sein Minimum m € R und Maximum M € R auf
A an. Dann gilt m < f < M, also wegen der Monotonie des Integrals:

m~/1Adx:/mdx§/fdx§/de:M~/1Adx
A A A

Ist [ 14dz =0, so kdnnen wir a beliebig wéihlen. Andernfalls gibt es, da A zusammenhén-
gend ist, nach dem Zwischenwertsatz ein a € A mit:

B fAfdx
f(a)—m



